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稳定性分析的意义

Chap 4 控制系统的稳定性分析

稳定性是控制系统能够正常工作的首要条件。

只有稳定的情况下，性能分析和改进才有意义。

负反馈只是使系统稳定的一种手段，并不一定能够保证
闭环系统的稳定。例子：带大惯性和时滞的系统

稳定压倒一切。



4.1  稳定性(stability)的概念和定义

Chap 4 控制系统的稳定性分析
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若控制系统在任何足够小的初始偏差作用下，随
着时间的推移，偏差会逐渐衰减并趋于零，具有
恢复原平衡状态的性能，则称该系统是稳定
(stable)的；否则，称该系统是不稳定
(unstable)的。

可通过研究描述系统的微分或差分方程的解得到系统
稳定性。

4.1  稳定性的概念和定义



4.2  线性系统稳定的充分必要条件
4.2.1  状态空间模型
4.2.2  输入输出模型
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Chap 4 控制系统的稳定性分析

若讨论稳定性是基于I/O模型的，则只关心输出值在输入消失后
是否收敛到有限值－输入输出稳定性(I/O stability)
不同于： 状态空间模型/Lyapunov stability

如果特征方程在复平面的右半部没有根，但在虚轴上有根
且该根非重根，则称系统是I/O临界稳定的。(Note:工程上不存在！)

一个连续LTI系统I/O稳定的充要条件

它的微分方程描述的特征方程的根全都具有负实部

或：它的传递函数的极点都位于复平面的左半部
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4.2.3  离散控制系统

4.2  线性系统稳定的充分必要条件

一个离散LTI系统I/O稳定的充要条件：
它的脉冲传递函数的特征根(即脉冲传递函数的极点)全部在Z平
面以原点为中心的单位圆内

脉冲传递函数的极点除了在单位圆内，还有在单位圆上的极点且该根
非重根，则称系统是I/O临界稳定的。
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4.3  系统稳定性的代数判据

Chap 4 控制系统的稳定性分析

对象：微分/差分方程描述对象(I/O模型)→I/O稳定性

意义：定量求解(难) →定性求解(判据)

特点：根据特征方程各项系数确定特征根的(复平面)位置

4.3.1  连续系统稳定性的代数判据及其应用

劳斯（Routh， 1877 ）判据
霍尔维茨（Hurwitz， 1895）判据

通常合称为劳斯－霍尔维茨判据



一、Routh判据

线性系统稳定
特征方程的全部系数均
为正数，并且由特征方
程系数组成的Routh阵的
第一列的元素全为

正数.
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4.3  系统稳定性的代数判据
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Routh判据
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二、特殊情况

4.3  系统稳定性的代数判据

1、劳斯阵某一行第一个元素为零，而其余元素不全为零
方法a：则可以用一个很小的正数代替它，而继续按上述公式
计算下一行的项。计算结果如果是第一列（即）的上项和下项
符号相反，则计作一次符号变化。
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直接分析是否稳定？



二、特殊情况

4.3  系统稳定性的代数判据

1、劳斯阵某一行第一个元素为零，而其余元素不全为零
方法b：用(s+a),a>0去乘D(s)得E(s)，Routh判据求E(s) 。
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二、特殊情况

4.3  系统稳定性的代数判据

2、劳斯阵某一行元素全为零（存在大小相等关于原点对称的根）
方法：可将不为全零的最后一行的各项组成一个辅助多项式 ,并用这个多项
式各项对s求导所得的系数代替全为零行的各项，则可以继续计算劳斯阵的以
下各行 .而那些大小相等而关于原点对称的根也可以通过求解这个辅助多项
式而得出。

→辅助多项式＝P（s）＝6s2 ＋24
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二、特殊情况

4.3  系统稳定性的代数判据

2、劳斯阵某一行元素全为零
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二、特殊情况

4.3  系统稳定性的代数判据
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系统有一个不稳定正实根,有一对虚根( j5)

Note:上述两种特殊情况，即使计算所得劳斯阵第一列元素大于零，也只能

确定系统是临界稳定的,即原系统至少有一对特征根在虚轴上。 ？



二、特殊情况

4.3  系统稳定性的代数判据

2个右半s平面根，有一对特征根i在虚轴上。
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三、Hurwitz判据
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4.3  系统稳定性的代数判据

线性系统稳定
由特征方程系数组
成的Hurwitz行列式
的各阶主子式均大于
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Hurwitz判据Routh判据的等价关系

4.3  系统稳定性的代数判据

11 Dan 
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Note：
Hurwitz判据没有直接给出非稳定根分布情况

Hurwitz判据对高阶系统存在矩阵行列式计算问题

计算机实现，数值稳定性问题



四、劳斯－霍尔维茨判据的应用

4.3  系统稳定性的代数判据

1．判别反馈系统的稳定性
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四、劳斯－霍尔维茨判据的应用

4.3  系统稳定性的代数判据

2．分析系统参数变化对稳定性的影响
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四、劳斯－霍尔维茨判据的应用

4.3  系统稳定性的代数判据

3．确定系统的相对稳定性

在时域分析中，常常以实
部最大的特征根和虚轴之
间的距离σ表示系统的相
对稳定性和稳定裕度。

若系统的全部特征根都在
垂线x=-σ的左边，则称该
系统具有σ的稳定裕度。

P平面 s平面

-σ 0

方法：s=p-σ

物理意义？



四、劳斯－霍尔维茨判据的应用

4.3  系统稳定性的代数判据
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4.3.2  离散系统稳定性的代数判据

一、劳斯－霍尔维茨判据的应用

4.3  系统稳定性的代数判据
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原理：建立z平面单位圆和s平面左右平面，虚轴映射关系

离散系统稳定的充要条件是其特征方程的根全部位于Z平面上以原点为圆心的单位圆内.

左/右平面，虚轴  ? z=esT ？



一、劳斯－霍尔维茨判据的应用

4.3.2  离散系统稳定性的代数判据

(1)求出离散系统的特征方程 D(z)

(2)z=(s+1)/(s-1),D(z)

(3)利用Routh-Hurwitz判据判稳

)(sD



一、劳斯－霍尔维茨判据的应用

4.3.2  离散系统稳定性的代数判据
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一、劳斯－霍尔维茨判据的应用

4.3.2  离散系统稳定性的代数判据

理想保持器
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一、劳斯－霍尔维茨判据的应用

4.3.2  离散系统稳定性的代数判据

理想保持器
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采样周期越大，系统的稳定范围越小.

确定采样周期T的取值范围
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二、朱利(Jury)判据-直接判据

4.3.2  离散系统稳定性的代数判据
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二、朱利(Jury)判据-直接判据

4.3.2  离散系统稳定性的代数判据
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二、朱利(Jury)判据-直接判据

4.3.2  离散系统稳定性的代数判据
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二、朱利(Jury)判据-直接判据

4.3.2  离散系统稳定性的代数判据

D(z)=2z4+7z3+10z2+4z+1  (2n-3＝5, n+1=5 )
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Discussion time

输入输出稳定性＝BIBO stability，外部稳定

物理意义？

如何判别一个采用PID控制器的系统稳定性？

非线性系统情况怎么判断？



4.4  根轨迹图及系统稳定性分析

Chap 4  控制系统的稳定性分析

定性分析LTI极点(稳定性)的方法

代数判据－Routh-Hurwitz判据

反映不稳定闭环极点个数与参数之间关系

时域图形方法－根轨迹(Root Locus)分析方法

更直观反映闭环极点位置/系统稳定性与参数之间关系

伊文斯（W.R.Evans）, 1948年



4.4.1 基本概念
某个系统参数例如开环增益K:0时闭环极点的变化轨迹

4.4  根轨迹图及系统稳定性分析
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4.4.2  幅值条件和幅角条件

4.4  根轨迹图及系统稳定性分析

H(s)

G(s)_
R(s) C(s)

)(1
)(

)()(1
)(

)(
)()(

sG
sG

sHsG
sG

sR
sCs

K



 开环传递函数












 n

j
j

m

i
i

gK

ps

zs
KsG

1

1

)(

)(
)(

开环系统的零点
开环系统的极点
根轨迹增益
开环增益







 n

j
j

m

j
i

g

p

z
KK

1

1

不计零值极点和零点

1 1 ?1 1
K K
T Tss

T


与



)(1
)(

)()(1
)(

)(
)()(

sG
sG

sHsG
sG

sR
sCs

K





幅值条件(用处？)
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4.4.2  幅值条件和幅角条件
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4.4.3  绘制根轨迹的基本法则

4.4  根轨迹图及系统稳定性分析
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4.根轨迹的渐近线(n>m) 

4.4.3  绘制根轨迹的基本法则
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4.4.3  绘制根轨迹的基本法则
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5.实轴上的根轨迹

4.4.3  绘制根轨迹的基本法则

实轴上的任意点，只要在它右方的开环零、极点数
目的总和为奇数，则该点必为根轨迹上的点。
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5.实轴上的根轨迹

4.4.3  绘制根轨迹的基本法则
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6．实轴上根轨迹的分离点和汇合点

4.4.3  绘制根轨迹的基本法则

存在情况
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6．实轴上根轨迹的分离点和汇合点

4.4.3  绘制根轨迹的基本法则
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7．根轨迹的出射角和入射角

4.4.3  绘制根轨迹的基本法则
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7．根轨迹的出射角和入射角

4.4.3  绘制根轨迹的基本法则
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8.根轨迹和虚轴的交点及临界根轨迹增益值

4.4.3  绘制根轨迹的基本法则

求法(1)：由劳斯判据求得交点坐标值以及相应的Kg

对应的根轨迹增益Kg称为临界根轨迹增益，用Kgp表示。

对应的开环增益K称为临界开环增益，用Kp表示。

求法(2)：在特征方程H(s)=0中令s=j，然后使特征方程的
实部和虚部分别为零求得。



8.根轨迹和虚轴的交点及临界根轨迹增益值

4.4.3  绘制根轨迹的基本法则
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9. 闭环系统极点之和与闭环系统极点之积

4.4.3  绘制根轨迹的基本法则
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9. 闭环系统极点之和与闭环系统极点之积

4.4.3  绘制根轨迹的基本法则
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4.4.4  根轨迹图的绘制及系统稳定性分析

Chap 4 控制系统的稳定性分析

1．根轨迹共有两支，起点在开环数点s=－0.1,－0.5，一支根
轨迹的终点在s=－1，另一支沿负实轴趋于无穷远处
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5．系统稳定范围：Kg>0

4.4.4  根轨迹图的绘制及系统稳定性分析

3．根轨迹在实轴上的分离点和汇合点
-d1＝－0.33, Kgd1=0.06， -d2=-1.67, Kgd2=2.6
4．在复平面上系统的根轨迹是圆
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1.根轨迹共有四支。起点在开环极点0，－3，-1j，一支根
轨迹的终点在开环零点－2，其余三支终点在无穷远处。

4.4.4  根轨迹图的绘制及系统稳定性分析
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5．根轨迹离开复数极点-1+j的出射角为

4.4.4  根轨迹图的绘制及系统稳定性分析
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6.当0＜Kg＜7.0时(开环增益0＜K＜7/3）系统是稳定的

4.4.4  根轨迹图的绘制及系统稳定性分析
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4.4.4  根轨迹图的绘制及系统稳定性分析
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Discussions

阶数差3阶以上的系统？

Considerations for control?

最小相位系统？

非最小相位系统(开环不稳定，开环稳定)？



Question

Q1: 
反馈闭环系统，

已知开环传递函数为：Gk(s)=K/(S3+10s2+Ks)，
系统的根轨迹怎么画？

P 171 例 4.28:开环传递函数为：
Gk(s)=10(Ts+1)/(s2+2s)，
系统的根轨迹怎么画？



4.5  奈奎斯特(Nyquist)稳定性判据

Chap 4  控制系统的稳定性分析

定性分析LTI极点(稳定性)的方法

• 代数判据－Routh-Hurwitz判据

反映不稳定闭环极点个数与参数之间关系

• 时域图形方法－根轨迹(Root Locus)分析方法

直观反映闭环极点位置/系统稳定性与参数之间关系

（H. Nyquist）, 1932年

• 频域图形方法－Nyquist稳定性判据

直观反映闭环系统稳定性与参数之间关系

甚至不需知道开环传递函数



4.5.1  幅角定理

4.5  奈奎斯特(Nyquist)稳定性判据

柯西（Cauchy）幅角原理/围线性质

s
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4.5.1  幅角定理

10)(                     11 jSFjS AA 
12)(                     11 jSFjS CC 

12)(                    11 jSFjS EE 
10)(                    11 jSFjS GG 

)2(21)( 2222 









 jsF

s
ssF 2)( 

Case 1: 只包围极点

F(s)平面

Re

Im

0

A

s平面

B C

G F E

H D-2
×

-2
B’

Re

Im

0

A’

1 2-1

C’

D’

E’

F’

G’

H’



4.5.1  幅角定理
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4.5.1  幅角定理
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4.5.1  幅角定理

Cauchy幅角原理/围线性质:WHY?
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4.5.1  幅角定理

N=围线内零点数－极点数=3-1=2 相角变化＝-360º×2
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4.5.1  幅角定理

Assumption 1:F(s)在Γ上及Γ内除有限个数的极
点外是处处解析的

Assumption 2: F(s)在Γ上既无极点也无零点

则当围线Γ走向为顺时针时，有

N=Z-P
其中，Z为F(s)在Γ内的零点个数；

P为F(s)在Γ内的极点个数；

N为映射围线包围F(s)原点的圈数/次数，

以顺时针为正，逆时针为负。



4.5.2  奈奎斯特稳定性判据

如何利用Cauchy幅角原理/围线性质 ？

找封闭曲线Γ包围S右半平面

函数F(s)零点对应系统闭环极点

函数F(s)极点对应系统开环极点

F(s)顺时针变化圈数N
=不稳定闭环极点数Z －不稳定开环极点数P
不稳定闭环极点数Z＝不稳定开环极点数P 
＋ F(s)顺时针变化圈数N >0?=0?



4.5.2  奈奎斯特稳定性判据
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• 假定F(s)在虚轴上没有零、极点 (否则…)

• F(s)=[A(s)+B(s)]/A(s) 满足解析条件

• F(s)绕原点的次数Gk(s)绕(-1,j0)点的次数
Nyquist图 ??? 第II段

• D型围线:第 I 段－正虚轴s=j(:0)；
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4.5.2  奈奎斯特稳定性判据

Nyquist判据：

若系统开环传递函数在右半S平面上有P个极
点，且Nyquist曲线对(-1,j0)点的包围次数
为N（N＞0为顺时针，N＜0为逆时针），
则系统闭环特征方程在右半S平面上根的个

数为
Z=N+P

若Z=0，则系统稳定；否则不稳定。



4.5.2  奈奎斯特稳定性判据

Z=N+P=0+0=0,
系统稳定。
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4.5.2  奈奎斯特稳定性判据

Z=N+P=2+0=2
系统不稳定，有
两个右半平面根。
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4.5.2  奈奎斯特稳定性判据

K>1,Z=N+P=-1+1=0,
系统稳定
K<1系统不稳定，

Z=N+P=0+1=1
有1个右半平面根。

K=1 ?
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4.5.2  奈奎斯特稳定性判据

N>0, Z=N+0>0
系统不稳定。
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4.5.3  开环系统含有积分环节时判据的应用
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4.5.3  开环系统含有积分环节时判据的应用
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4.5.3  开环系统含有积分环节时判据的应用
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4.5.3  开环系统含有积分环节时判据的应用
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4.5.3  开环系统含有积分环节时判据的应用
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4.5.3  开环系统含有积分环节时判据的应用

推广：
(1)开环系统在虚轴上有极点或零点。应将奈奎斯特围线在虚
轴上的极点处作半径为无穷小的右半圆，使奈奎斯特围线不通
过虚轴上的极点但仍包围整个右半S平面。
Nyquist曲线对应修正部分怎么求？

(2)开环频率特性曲线穿过(-1,j0)点。
这说明闭环系统临界稳定的。

(3)另一种Nyquist判据形式：

若Nyquist曲线(:0部分)对(-1,j0)

点的包围次数为N’，则闭环系统在右半

S平面上根的个数为 Z=2N’+P
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4.5.4  Nyquist判据在Bode图中的表示形式

意义：Bode绘制相对简单，可以将设计和分析问题统一描述

方法：建立两者对应关系

（1）Nyquist图上的单位圆对应于Bode图上的零分贝线；
（2）Nyquist图上的负实轴对应于Bode图上的－180°相位线。
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4.5.4  Nyquist判据在Bode图中的表示形式

（3）在|Gk(j)|>1的频段内，随着的增加，开环频率特性曲线由第三象限经
过负实轴进入第二象限（或者相反，由第二象限经负实轴进入第三象限），则
表示奈奎斯特图顺时针（或逆时针）包围(-1,j0)点一圈。
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在波德图上 L()>0 的频段内，随着的增加对数相频特性曲线
从大于－180°区域经－180°线进入小于－180°区域，称为负穿
越；反之则称为正穿越。



4.5.4  Nyquist判据在Bode图中的表示形式

若系统开环传函在右半S平面上有P个极点，在Bode
图上L()>0的频段内，随着的增加相频特性曲线对
相位线－180°的正、负穿越次数之差为P/2，则闭环
系统稳定；否则，闭环系统不稳定，其在右半S平面
上的极点数为

Z=2N’+P  
其中，N’为负穿越次数减去正穿越次数之差。

Nyquist判据之Bode版

在波德图上 L()>0 的频段内，随着的增加对数相频特性
曲线从大于－180°区域经－180°线进入小于－180°区域，
称为负穿越；反之则称为正穿越。



4.5.4  Nyquist判据在Bode图中的表示形式

开环传函包含积分环节时，在相频曲线＝0＋的地方补
画一条从相角(Gk(j0＋))+90°×v到(Gk(j0＋))的虚线。
将补上的虚线看成对数相频曲线的一部分。
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4.5.5  稳定裕度

稳定裕度包括相位稳定裕度和幅值稳定裕度
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4.5.5  稳定裕度

稳定裕度包括相位稳定裕度和幅值稳定裕度
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稳定最小相位系统的相位裕度和对幅值裕度都是正的。



Discussions

• 最小相位系统的Nyquist判据？

• 非最小相位/开环不稳定系统的Nyquist判据？


